Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat
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-

As: przypadek, w ktérym wystepuje mniej réznych wartosci wiasnych niz wynosi stopien macierzy, a

mimo to macierz da sie zdiagonalizowac.
.

p
Ag: przypadek, w ktorym macierzy nie da sie zdiagonalizowad.
1\

-

Ar: zespolone wartosci wilasne.
&

p
Ag: diagonalizacja wykorzystujaca wlasnosci macierzy symetrycznej i ortogonalnosé wektoréw witasnych.

-
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

1. Macierz A;: wartosci wlasne i schemat postepowania
—2 5
(75

—2-X 5 ‘

Wielomian charakterystyczny:

6 —1-—2A\
=(—2—=\)(=1=X)—30
=242 +F A+ A2 —30

=A% 43\ —28.

pa,(A) = det(A; — AI) = ‘

Réwnanie charakterystyczne:
A2 431 —28=0.

A=3%—4-1-(-28) =9+ 112 =121 = 11%

_=3-11

—3411
AL = —7, o= o

2 2

4.

Zatem
ba, (A) = (/\ - 4)()‘ + 7)7 SpeC(Al) > {4? _7}?
s =1, (-7 =1,

gdzie () oznacza krotnosé algebraiczna wartosci wlasnej.

e N

Schemat diagonalizacji:

1. wyznaczy¢ pa(A) = det(A — \I),

2. znalezé¢ wszystkie miejsca zerowe wielomianu charakterystycznego,
3. zapisa¢ spektrum Spec(A),

4. dla kazdej wartosci wlasnej \; rozwiazaé¢ réwnanie

AT = N0,

5. wyznaczy¢ przestrzen wlasna i jej baze,

6. jezeli uda sie znalez¢ dostatecznie duzo liniowo niezaleznych wektoréw wtasnych, zbudowaé

A=PDP L
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

2. Macierz A;: przestrzen wtasna dla \ =4

Rozwigzujemy rownanie

(& 2)6)=6)

—2x + by = 4z, —6x + by =0,
—
6z —y = 4y,

—6 5 |0 -6 50 1 -2
6 —5/0 0 0]0 0 0

Niech y = «, gdzie o € R. Wtedy

co daje

Metoda Gaussa:

a wiec

5 5
Va=a = {a <?> :QER} :lin{<?>},
5
By,_, = {(i) } , v(4) = dim Vy—y = 1.

Wymiar przestrzeni wlasnej, czyli liczba wektoréw w jej bazie, to krotno$é geometryczna v(\).

- J
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

3. Macierz A;: przestrzen wlasna dla A = —7
e -2 5 z\ _ =
—2x + by = —Tx, 5x + by =0,
<~
6x —y = —Ty, 6x 4 6y = 0.

550N110N110
6 6|0 1 110 0 0/0 /)"

Niech y = a, a € R. Wtedy x = —a, czyli
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

4. Macierz A;: diagonalizacja

Mamy wszystkie wartosci wlasne i odpowiadajace im wektory wiasne. Wymiar macierzy A; wynosi 2 i
znalezliSmy dwa liniowo niezalezne wektory wlasne, wiec macierz jest diagonalizowalna.

Ay = PDP L.

Macierz P powstaje z wektoréw wlasnych zapisanych pionowo jako kolumny:

Sl
P=|6 .
Macierz D jest diagonalna i zawiera wartosci wlasne w tej samej kolejnosci, w ktérej odpowiadajace im

wektory wlasne zapisano w P:
4 0
D- (O _7> |

Zatem

— olen
— I
—_
~_
-~
O >
=)
EN |
~_
/N
— olen
—_ I
—_
~_
N

X

Ta postaé¢ pozwala tatwo potegowaé macierz, na przyktad

21\ (41 0
100 __ 100p—1 _ [ &
Al =PD P - <1 1 0 (_7)100

— ot
—_
—_

SN—

|

-
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy

Delta Kwadrat

5. Macierz A,

1 -1
v (i)

Pa,(A) =X =5X4+6=(\—3)(A—2),
wiec

Spec(A2) = {3,2}, n(3) =pu(2) =1.

Dla A = 3:

Zatem, przy y = «,

Dla A = 2:
1 -1 ) _ 5% — —x—y=0,
2 4 ) \y y 2 + 2y = 0,
wiec
Vioo — i =1
A=2 = lIn 1 .
Diagonalizacja:
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

6. Macierz A;

1 2
A3:<2 _2>.

PAs(N) = A2+ X =6 = (A —2)(\+3),
Spec(As) = {2,-3},  w(2)=p(-3)=1

Dla A = 2:
2 = — =
x + 2y = 2z, v 2vd T+ 2y =0,
2z — 2y = 2y, 20 — 4y =0,
wiec
. 2
T = 2aq, Y =aq, V,\gzhn{<l>}.
Dla A = -3:
2y = — 4 2y =
z+ 2y 3x, AN x+2y =0,
2 — 2y = -3y, 2z +y =0,
wiec
1 _1
T 2a, Y= q, Va=_3 =lin 1
Diagonalizacja:
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

7. Macierz A,: wielomian charakterystyczny

1 3 0
Ay=13 -2 -1
0 —1 1
1—) 3 0
pa, N =] 3 —2—-Xx -1
—1 AP

—2-) -1 3 -1

FUALY -1 1—)\_3i0 1—)\

Zatem
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

8. Macierz A,: przestrzen wtasna dla \ =3

T x
Agly | =31y
z z
z + 3y = 3z, —2x+ 3y =0,
3r—2y—2=3y, <= 3x—-5y—2=0,
—y+z =3z, —y —2z=0.
Jedna z mozliwych redukcji Gaussa:
-2 3 0|0 1 -2 —-110 1 0 3]0
3 -5 =10 |~|0 -1 =20 |~ 01 2|0
0 -1 =210 0 0 010 0 0 0f0
Stad
r = —3aq, Yy = —2a, z = q,
wiec
-3 -3
Vaies =1in{ [ -2}, By, =217+, 3)=1
1 1
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

9. Macierz A,: przestrzen wlasna dla A =1

x x
Agly | =|v
z z
x+ 3y ==z, 3y =0,
3r—2y—z=y, <= {3xr—3y—z2=0,
—y+z=z, -y =

Po redukcji:

Przyjmujac z = «, otrzymujemy

1
T = ga, y =0, zZ=a«
1 1
3 3
V)\:1 = lin 0 5 BV)\71 0 y 'y(l) =1
1 1
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

10. Macierz A,: przestrzen wlasna dla A = —4
T X
Agly| =—4|y
z z
x4+ 3y = —4x, 5z + 3y =0,
3r —2y—z=—-4y, <= 3x+2y—2=0,

Po redukcji Gaussa otrzymujemy zaleznosci

T = —3aq, Yy = da, Z=«
-3 -3

Vaiea=Ilind [ 5 |3,  By__, 510, 1(-4=1
1 1
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

11. Macierz A,: diagonalizacja

Zebrane przestrzenie wlasne:

-3
V)\:3 = lin —2 s V)\zl = lin
1

— O Wl

>N
I‘I

W~

Il
=
=
ut

Macierz wektoréw wlasnych:

-3 1 -3
P=|-2 0 5],
1 1 1
a odpowiadajaca jej macierz diagonalna:
30 0
D=]01 0
0 0 —4
3 1 3\ /30 0\ (/-3 L 3\
As=1-2 0 5 01 0 -2 0 5
1 1 1 0 0 —4 1 1 1
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

12. Macierz A;: powtarzajgca sie wartos¢ wlasna

3 0 0
As=11 2 -1
1 -1 2
3—A 0 0
pas(A\) =1 1 2—X -1
1 -1 2— A
A =1
=GB=N 9,
—(3- N[22 1]

)|
—(B-NE2-A-1)2-A+1)
<3 AL = N3 - N)
—(A=1)(A=-3)%

Zatem
Spec(ds) = {3,3,1},  w(3) =2,  p(l)=1.

( A
Krytyczna wlasnosé dotyczaca diagonalizacji:

jezeli macierz n x n ma n réznych wartosci wtasnych, to jest diagonalizowalna.

Jest to implikacja tylko w jedng strone. Jezeli réznych wartosci wlasnych jest mniej niz n, nie wiadomo
jeszcze, czy macierz jest diagonalizowalna. Trzeba sprawdzié¢ liczbe liniowo niezaleznych wektoréw

wlasnych.
- J
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

13. Macierz As;: przestrzen wlasna dla \ =3

Wartoéé wlasna A = 3 ma krotnos¢ algebraiczna p(3) = 2.

As

IS IS
Il
w

ISEINSI

3x = 3x,
T+2y—2z=3y, <—r—y—z=
T —y+2z =3z,

Zatem
rT=y+z.
Niech
y=q, Z:B, a,BER.
Wtedy
a+p 1 1
= Q =al|ll|l+p8]|0
I3 0 1
p
1 1
Vy=3 =lin 11,10 ,
0 1
1 1
By,_, = 11,10 , ~v(3) =2.
0 1

.

Mimo ze wartos¢ wlasna 3 jest dwukrotna, udalo sie znalezé dwa liniowo niezalezne wektory wtasne.
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

14. Macierz A;: przestrzen wlasna dla A =1

x x
As |y | =|v
z z
3z =z, 2x =0,
r4+2y—z=y, <<=sr+y—z=0,
T—y+2z =z, z—y+z2=0.

Stad

Niech y = z = a. Otrzymujemy

Vizi=lin¢ [1] 7, v(1) = 1.
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

15. Macierz A;: diagonalizacja

Mamy bazowe wektory wlasne

0
Vi=3 =lin , Vy—1 = lin 1
1
Zatem
1 1 0 3 0 0
1 0 1 D=0 3 0
0 1 1 0 0 1
,
1 10)/3 00\ /110"
As=11 0 1 0 3 0 1 0 1
01 1 0 0 1 01 1

J

Do macierzy P wpisujemy wszystkie znalezione bazowe, liniowo niezalezne wektory wlasne. W macierzy
D kazdej kolumnie macierzy P odpowiada jej wartos¢ wlasna, wiec wartos¢ 3 pojawia sie na przekatnej

dwa razy.

N
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

16. Macierz Ag: przyktad niediagonalizowalny

11
A6_<O 1).

Pas(N) =X =22+ 1=(\—1)%

wiec
SpeC(AG) - {17 1}7 /’L(l) =2.
Dla A = 1:
1 1 T €T r+y=ux,
= =
0 1/ \y y y =1y,
czyli

y =0, r=acR.

Vi=1 = lin { (é) } ) (1) = 1.

Jedyny liniowo niezalezny wektor wlasny nie wystarcza do diagonalizacji macierzy 2 x 2. Brakuje drugiego
liniowo niezaleznego wektora wtasnego.

Macierz Ag nie jest diagonalizowalna.
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

17. Macierz A;: zespolone wartosci wtasne

9 37
(4 )

pa(A) = A2 = 6X + 10
= A2 —6A+9+1
=(A—3)% -
=(A=3—-i)(A—=3+1i).

Zatem
A =3+1, Ao =3 — 1, Spec(A7) ={3+1,3—i} C C.
Dla A =3 +1:
9 37\ (=z N

co daje

(6 —i)x + 37y =0,

—x+ (=6 —14)y =0.
Stad

r=(—6—1)a, Y =a, a e C)\ {0}.
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy Delta Kwadrat

18. Macierz A;: druga przestrzen wlasna i diagonalizacja nad

(5 5)()=e0(),

Dla A =3 —1:
(6 +1d)x + 37y =0,
—z+ (=6 +14)y=0.

co prowadzi do uktadu

Zatem
.%':(—6+’i)04, Yy=a, (XEC\{O},

o)

Macierz A; diagonalizujemy nad ciatem liczb zespolonych:

—6—1 —6+1
()

o (8- —6+i\ (3+i 0 \[(-6-i —6+i)"
= 1 1 0 3—i 1 1 ‘

wiec

Il
VR
w
S +
~.

w
|

~.
~__
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Wartosci wlasne i diagonalizacja macierzy

Delta Kwadrat

19. Macierze symetryczne i ortogonalnosé¢ wektoréw wtasnych

Dla macierzy symetrycznej zachodzi
AT = A

Wektory wlasne odpowiadajace réznym wartosciom wlasnym sa ortogonalne.

;)

wektory prostopadle o tej samej dlugosci mozna zapisa¢ w postaci

() ()

u - W = a(—b) + ba =0, U - W =ab—ba = 0.

Dla wektora

Rzeczywiscie,

Ta wlasnos¢ przyspiesza diagonalizacje symetrycznych macierzy 2 x 2.

1 2
)

pPA) =X+ X—6=A+3)(A—2),

Dla przykladu ponownie rozwazmy

Mamy

wiec

M=-3 =2

oenl ()

Wektor ortogonalny mozna od razu wybraé¢ jako

Dla A = —3 mozna przyjac

co odpowiada wartosci wlasnej A = 2:

Zatem

co daje
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